4 Geometria Analitica

Ejercicios resueltos

1. Dadas las rectas:
by @ y=2ax+5

Calcular el valor de a de modo que:

i) 4 1L 4, i) £1||4o

Respuesta: Sea m; y ms las pendientes de /1 y /5, respectivamente;
luego my = 2a, my = —3
ZlJ_€2<:>m1-m2:—1<:>—6a:—1<:>a:1/6
£1||£2 EMm =My 2a=-3&&a= —3/2

2. Si A=(-2,3)y B = (3,—1) encuentre la ecuacién de la recta simetral
del trazo AB.
Respuesta: Método 1. Sea /¢ la simetral, luego P € ¢ < d(A, P) =
d(B, P).

Si P = (z,y) entonces: \/(z +2)2+ (y—3)2 = +/(z —3)2+ (y + 1)2.
Luego 4z — 6y + 13 = —6x + 2y + 10, de donde 10z — 8y + 3 = 0.

_ 1
Método 2. Sea C el punto medio de AB, luego C = <§,1),

4 5
map = — entonces my = 5/4. Luego £ :y = i +n, pero C € £ de
5
donde: 1 = §+n:>n:3/8.
5 3
3. Sean A = (—4,3), B = (5,1), C = (2,6) los vértices de un tridngulo.
Calcular la ecuacién de la recta que contiene a la transversal de gravedad
ta-
Respuesta: {4 es el segmento que pasa por Ay el punto medio D del
trazo BC.

77

D=|- = lap 1y —3=m(z+4)
22

Como D € ¢4p entonces: % —-3=m (% + 4) de donde m = 1/15, luego

lap:y—3=+(z+4).



4. Encontrar la ecuacion de la recta £ que contiene el punto de interseccion
de las rectas ¢1 : 3z +y—9 =0; {5 : 4x — 3y + 1 = 0 y que se encuentra
a 2 unidades del origen.

Respuesta: Resolviendo el sistema de ecuaciones

x+y—9 =

0 .
b —3y+1 = 0} se obtiene £ N4y ={(2,3)}

Como (0,0) ¢ ¢ entonces ¢ : ax + by + ¢ = 0 con ¢ # 0, es decir, ¢
es de la forma: Ax+By+1=0, (2,3)€e{=24+3B+1=0

1
d((0,0),E) = \/ﬁ = 2 de donde A2 + 32 = 1/4

Resolviendo el sistema:

2A+3B+1 = 0
A2+ B? = 1/4

Se obtiene B=0, A=-1/26 B=—6/13, A =5/26.

1 5 6
Por lo tanto £ : —= 1=064¥¢: —z— — 1=
or lo tanto 2m+ 046 26£U 13y+ 0

Nota: dibuje las rectas y verifique geométricamente el porqué aparecen
dos rectas solucion.

5. Dada la circunferencia x2 + y? — 4z + 8y + 19 = 0.

a) |, intercepta la circunferencia a la recta £ : z +y — 4 = 07?

b) ; cudl es la distancia del centro de la circunferencia a £?
Respuesta: Método 1. La ecuacién de la circunferencia se puede
escribir en la forma: (z—2)2+(y+4)? = 1. Luego el centro C = (2, —4)
d(C,0) = NG > 1 = radio de la circunferencia, en consecuencia la recta
¢ no intercepta a la circunferencia.

Método 2. Consiste en resolver el sistema

r+y—4 = 0

P4y — Az +8y+19 = 0 } el cual no admite solucién.

Observar que el argumento geométrico es mas directo y simple que el
algebraico.



6. Encuentre la ecuacién del L. G. de todos los puntos P = (z, y) tales que:
d(P,T\)/d(P,T,) = +/2, donde PT; y PT, son las tangentes trazadas
desde P a las circunferencias: (z+3)2+y? =9; (z — 3) 4+ y? =9,
respectivamente. Identificar el L. G.

Respuesta: Como P17 y P15, son tangentes entonces por el Teorema
de Pitagoras se sabe que:

d(P,C)=d*P,T)+9 vy d*(PCy)=9+d*(PT)

donde C; = (—3,0), Cy = (3,0) son los centros de estas circunferencias.
Luego se tiene que

d*(P —
% = (V2)?% en consecuencia
yv2) T
2 2
(z+3)°+y" -9 = 9. Simplificando se obtiene

(x—3)2+y2-9
22— 182 +9?> =0 osea (z—9)?+y?=9?
Se trata de una circunferencia de centro en (9,0) y radio 9.

7. Encuentre la ecuacién del L. G. de todos los puntos P = (z, y) tales que:
son puntos medios de todas las cuerdas de la circunferencia z%+y? = a?
con un extremo en A = (a,0), a > 0.

Identifique el L.G.

Respuesta: Sea B = (zp,yp) un extremo de la cuerda y P = (x,y)
un punto en el L.G.

— 1
Como P es un punto medio de BA entonces z = 5(@—{—:63) Y =5Vs
Entonces xp = 2z — a, yp = 2y.

Como B estd en la circunferencia z2 + y? = a?, entonces: (2z — a)? +
4y? = a?.

2
Desarrollando se llega a: (m — —) +y? = (g) . Luego se trata de la
a

a
circunferencia de centro en (5 ) y radio 5



8. El siguiente ejercicio pretende mostrar la justificacién de la forma del
grafico de una elipse utilizando sélo recursos algebraicos.

IZ y2

Solucion: Consideremos la elipse F de ecuacién: — + == = 1.

a)

a2 b

Estudio de simetrias: Si (z,y) € E entonces claramente
(—z,y), (z,—y), (—z,—y) € E, en consecuencia el gréfico es simé-
trico con respecto del eje Y, del eje X y del origen, respectiva-
mente.

Valores admisibles de las variables. Despejando “y” de la
ecuacién de E se obtiene y? = % (a2 — 22), luego a®> — 2% > 0y en
consecuencia —a < z < q.

Al despejar “x” de la misma ecuacion se obtiene en forma andloga
—b<y<h

En consecuencia el grafico se encuentra dentro del rectangulo
[—a,a] x [—b,b].

Crecimiento - decrecimiento de la curva. Por razones de
simetria consideremos sélo el caso 0 < z < a. Sean u < v dos va-
lores de z. Lo que se trata es de comparar los respectivos valores
de las ordenadas correspondiente a u y v.

b
Sabemos que y(z) = —va? — 2?2 . Como 0 < u < v < a entonces
a
u? < v = —u? > —v?, es decir, a? — u? > a? — v?, de donde
y(u) > y(v).
En consecuencia la elipse decrece en [0, a).

Ahora intentaremos probar que el grifico de E en [0, a] estd por
encima de la recta ¢ que une los puntos (a,0) y (0,b)

b
{:y=——x+b. Bastard estimar el signo de
a

2 _ 2
yE_yé:éW_xg_<_éx+b) :b[u+£] b
a a a a

Probaremos que la expresion en corchete es mayor que 1, para
0<z<a



Va2 — 2

7%- >l Va2 —-22+r>as

va —x2>a—x>0 < a?—22 >a? - 2ax + 22
& z(x — a) < 0lo que es vilido.

Todo lo anterior permite justificar la forma de la elipse y lo tinico
que no es posible justificar con este estudio es la “continuidad”

del grafico.

9. Encontrar la ecuacién de la circunferencia de centro C' = (1,6) y que
es tangente a £ :x —y — 1 = 0.

Respuesta: Sea /; la recta que pasa por C'y por P punto de tangencia
entre ¢ y la circunferencia my, = 1, luego my, = —1.

b:y—6=—-1(x—1) osea z+y—7=0

Luego P es la interseccién de ¢ con ¢;:

z—y = 1 _
cty = 7 = P=(4,3)
d(P,C) = +/18 = radio de la circunferencia

Luego la ecuacién de la circunferencia es:

(z—-1)*+(y—6)* =18



