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1. INTRODUCCION

13

El método deductivo, muy usado en matematica, obedece a la siguiente idea:
A partir de un cierto conjuntos de axiomas aceptados sin demostracién y de reglas
légicas no contradictorias, se deducen otros enunciados llamados teoremas combi-
nando los axiomas y respetando en cada etapa las reglas légicas”.

Otro método para demostrar resultados generales que dependen en algin sentido
de los niimeros naturales es conocido con el nombre de Induccién Matématica .
Esta dependencia de los niimeros naturales significa: se sabe que una determinada
afirmacién es verdadera para algunos casos particulares y surge la pregunta. ; Dicha
afirmacién sigue siendo verdadera para los infinitos ntimeros naturales restante ?.

Existen muchas afirmaciones que sélo son validas para un ntimero finito de casos
y en consecuencia son falsas para un ntmero infinitos de situaciones. Sin embargo,
podemos encontrar proposiciones (afirmaciones) que son verdaderas sélo a partir de
un cierto nimero natural ng, de ser asi, la técnica que se desarrollaremos se llama
Induccién Incompleta. Para demostrar que una proposicién p(n) ,Vn € M C N,
es verdadera es necesario comprobar la validez de ella para todos los elementos del
conjunto M. En el caso en que M= N, diremos que es una Induccién Completa.

Si se requiere demostrar la falsedad de una cierta proposicién p(n),¥n € M C N,
es suficiente indicar un elemento particular m € M de manera que p(m) sea falsa.
( Construccion de un contra ejemplo).

Ejemplo 1. Vn e Nn? = 3n—1<0

Es facil probar que esta desigualdad es verdadera para n = 1,2,3. Sin embargo,
para n = 4 no se cumple ya que 4> —3-4—1 =3 > 0. Nétese que este ejemplo
sencillo muestra que una proposicion puede ser verdadera para los primeros numeros
naturales, sin embargo, es falsa , para niumeros naturales mds grandes.
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Otros ejemplos:
Ejemplo 2. Yn € N, (2n —1)(2n+ 1)(2n + 3), es divisible por 5.

Es facil probar que esta proposicion es verdadera para n = 1,2,3. Sin embargo,
paran = 4 no se cumple dado que (2-4—1)(2-4+1)(2-443) = 693. no es divisible por 5

Ejemplo 3. (Ejemplo dado por Leonhard Euler (1707-1783)

Consideremos el polinomio cuadrdtico p(n) = n*+n+41 y determinemos su valor
para ciertos n € N

n: 1 2 3 4 5 6 7 8
n?+n+41 : 43 47 53 61 71 83 97 113

Notese que todos los nimeros que se obtienen son primos. Se podria esperar que
este polinomio cuadrdtico continua generando niumeros primos. Desafortunadamente
no es asi, para n = 40, se tiene 1681 = 412, que no es un nimero primo, luego la
proposicion que Vn € N, n? +mn + 41 es un nimero primo resulta falsa.

2. Principio de inducciéon Matematica

Una proposicién p(n) es verdadera para todos los valores de la variable
n si se cumplen las siguientes condiciones :

Paso 1.- La proposicién p(n) es verdadera para n = 1, o bien, p(1) es verdadera.

Paso 2.- Hipétesis de Induccidn . Se supone que p(k) es verdadera , donde k es un
numero natural cualesquiera.

Paso 3.- Tésis de Induccién. Se demuestra que p(k + 1) es verdadera, o bien,

p(k) verdadera = p(k+1) verdadera.

La técnica de Induccion Matematica consiste en los tres pasos anteriores. Si se
necesita demostrar la validez de una proposicién p(n) para todos los valores naturales
n, entonces es suficiente que se cumplan: Paso 1, Paso 2 y Paso 3 .

Comentario: Intuitivamente la idea anterior se conoce con el nombre de “Efecto
Dominé”. Si imaginamos una fila infinita de fichas de dominé: dispuestas verti-
calmente y suficientemente préximas una cualquiera de la siguiente , entonces si el
volteamiento de la primera ficha provoca el volteamiento de la segunda ficha, por el
Principio de Induccion Matematica la fila completa es volteada.

Existen dos variantes ttiles sobre el Principio de Induccién Matematica que deben
ser considerados . En la primera variante, la proposicién por demostrar involucra
los naturales no menores a un natural fijo ng, en este caso el Principio de Inducciéon
quedaria como sigue:

Si p(n) es verdadera para ng y si p(m + 1) es verdadera para todo natural m > ng
para la cual p(m) es verdadera, entonces p(n) es verdadera para todo natural n > ny.
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La segunda variante se aplica de preferencia en el caso cuando p(m + 1) no puede
ser facilmente deducible de p(m), pero su validez depende de p(k) para cualquier
k < m. Sip(1) es verdadera y si p(m + 1) es verdadera para todo m > 1 para la
cual todas las proposiciones p(1),p(2),p(3), ..., p(m) son verdaderas , entonces p(n)
es verdadera para n > 1. Para ilustrar el uso de estas variantes, consideremos los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 4. Determine para que valores de n € N es verdadera la desigualdad
2" >n*+4n+5

Al examinar los valores den =1,2,3,4,5,6 nos damos cuenta que la desigualdad es
incorrecta, pero si es verdadera paran = 7, por lo que podemos intentar demostrar por
el método de Induccion Incompleta que para todos los valores den > 7, la desigualdad
es verdadera.

Paso 1.- Sin =7, obtenemos
20=128>7"+4-7+5=82
o sea, cuando n =T la desigualdad es correcta.
Paso 2.- ( Hipdtesis Inductiva) Se supone que la desigualdad es verdadera para un cierto
valor de n =k, o sea,
2F > K + 4k + 5.
Paso 3.- Finalmente a partir de la hipotesis inductiva, se desea probar la Tesis dada
" 20t > (b + 1)2 4 4(k+1) + 5.
Al multiplicar la desigualdad dada en la hipdtesis inductica por 2, obtenemos
2 > 2k? + 8k + 10
Transformando el sequndo miembro de esta desigualdad obtenemos
2 S (b 4+ 12+ 4(k+1) +54+ k2 + 2k

Teniendo en cuenta que k* + 2k > 0 para todo k > 7, podemos deducir que
20+ > (kK +1)2 + 4(k + 1) + 5, obteniendo lo que se requeria demostrar (
Tesis).

Ejemplo 5. Demostrar que la suma de los n primeros nimeros naturales es igual a
n(n+1)/2.

Demostracion:
Queremos probar que

VneN :14+24+3+4+..+n=n(n+1)/2

Seap(n) : 1+24+3+4+...+n=n(n+1)/2, debemos probar que p(n) satisface
las propiedades (1), (2) y (3).
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(1) p(1) : 1=1(1+1)/2, lo cual es verdadero.

(2) Se supone que la igualdad es verdadera para un cierto valor de k, es decir,
1424344+ .. +k=kk+1)/2

(3) Sea k € N, debemos probar que p(k) = p(k+1) es verdadero. Notese que si
p(k) es falsa la implicacion es verdadera, de modo que hay que hacer la demostracion
suponiendo que p(k) es verdadera.

Comop(k+1) : 1424+3+...+k+(k+1)=(k+1)((k+1)+1)/2, p(k+1) debe
formarse de p(k) sumando k + 1 a ambos mienbros de la igualdad ( de la Hipdtesis
inductiva):

14243+ +k+(k+1)=k(k+1)/2+ (k+1) = (k+1)(k/2+1) = (k+1)(k+2)/2.
Hemos confirmado nuestras sospechas, lo que es, hemos deducido que p(k + 1) es
verdadera, suponiendo que p(k) lo es. Asi, hemos demostrado que ¥n € N : 1+ 2+
34+4+...+n=n(n+1)/2 es verdadera.

Ejemplo 6. Probar que Vn € N :1-3+4+2-443-5+...4+n(n+2) =n(n+1)(2n+7)/6
Solucion: Seap(n) : 1-3+2-443-54+...4+nn+2)=nn+1)2n+7)/6

Entonces p(1): 1-3=1(14+1)(2-147)/6=2-9/6 = 3, lo que prueba que p(1)
es verdadera.

Hipotesis inductiva:
1-34+2-443-5+ ...+ k(k+2) = k(k + 1)(2k + 7) /6.
( Suponemos que p(n) es verdadera ) Tesis:
13424435+ ... +k(k+2)+(k+1)(k+3)=(k+1)(k+2)(2k+9)/6.
( Queremos probar que p(k+1) es verdadera). Tenemos:
1-34+2-443-54+ ... +k(k+2)+(k+1)(k+3) =k(k+1)(2k+7)/6+ (k+1)(k+3) =
(k+1)
6

(k(2k+7)+6(k+3)) = (k+1)(2k* + 13k +18)/6 = (k+ 1)(2k + 9)(k + 2)/6

lo que prueba que p(k + 1) es verdadera. Luego, la formula 1-3+2-44+3-5+4 ...+
n(n+2)=n(n+1)(2n+7)/6 es verdadera para todo n € N

Ejemplo 7. Determinar si el producto de 3 niimeros impares consecutivos es siempre
divisible por 6.

Solucion: Sea p(n) : (2n — 1)(2n + 1)(2n + 3) = 6¢ donde q es algin nimero
natural . Queremos determinar si p(n) se cumple para todo n € N.

p(1): 1-3.-5=15=06¢ = q=2 ¢ N. Luego p(1) es falso. Se puede continuar
analizando p(2),p(3),p(4),... y vemos que todos no cumplen la condicién que sea
divisible por 6. Es facil ver que (2n — 1)(2n+1)(2n+3) = 8n® +12n* — 2n — 3 =
2(4n® +6n*> —n — 1) — 1 luego este mimero es de la forma 25 — 1 que es un nimero
impar y por lo tanto no es divisible por 6.
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Ejemplo 8. Determine si la suma de tres nimeros enteros consecutivos es siempre
divisible por 6.

Demostracion: Sea p(n):  n+ (n+ 1)+ (n+2) = 6g, ¢ € N. Entonces
p(l): 1+2+3 =06 es verdadera (q=1.)
Hipdtesis inductiva : p(k) =k+ (k+ 1)+ (k+2) =6¢1, ¢1 € N es verdadera.
Por demostrar p(k+1): (k+1)4+(k+2)+ (k+3) =q2, ¢2 €N es verdadera.

Como (k+1)+(k+2)+k+3) =k+k+1)+(k+2)+3 =6¢+3 =
6(¢1 + 1) ¢ N. Luego p(k) verdadero no implica p(k + 1) verdadero. Por lo tanto,
p(n) : n+(n+1)+(n+2)=6q, ¢ € N, es falso. La suma de 3 enteros consecutivos
no es necesariamente divisible por 6.

Observacion: Es facil ver que n+ (n+1) + (n+2) = 3(n+ 1), de donde para que
sea divisible por 0, necesariamente el factor (n + 1) debe ser un nimero impar para
cualquier n natural, lo que es falso.

Ejemplo 9. Consideremos un ejemplo con desigualdades.
Determine todos los numeros naturales para los cuales:

1-2-3-4---n>2"
Solucion: La formula no es valida para n =1,2,3
Pran =4, se tiene que 24 =1-2-3-4 > 2* =16 es verdadera.

Supongamos que la desigualdad es valida para k € N, conk > 4; estoes1-2-3-
4. k>2F k>4

Por demostrar que la desigualdad es vdlida para k + 1, es decir que
1-2:3-4- k- (k+1)>2"" k>4
En efecto:
1-2-3-4-k-(k+1)=(1-2-3-4---k)-(k+1)>2"k+1)>2F.2=2""
Luego1-2-3-4---n>2" yporlotantoVn eN, n>41-2-3-4.---n>2"
Ejemplo 10. Consideremos el siguiente ejemplo de divisibilidad:
Demostrar por induccion, que si n es un numero impar, 7" + 1 es divisible por 8.
Antes de aplicar induccion conviene hacer un cambio de indices. Sea n = 2i — 1.

Entonces si 1 =1,2,3,... se tiene que n = 1,3,5, ... y nuestro enunciado se trans-
forma en:

7271 es divisible por 8, Vi € N.
Parai=1, 7'+ 1 =8 es divisible por 8, lo que es una proposicion verdadera.
Hipétesis inductiva: 771 + 1 es divisible por 8.

Tesis: 7% es divisible por 8.
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Dado que nuestra tunica informacion es la hipdtesis, debemos hacer que la expresion
7271 11 aparezca en el desarrollo
72i+1 _'_ 1 — 72(721’71) + 1 — 72(721’71 _'_ 1) o 72 + 1 — 72(721’71 + 1) - 48

y aqui ambos sumandos son divisibles por 8, luego 8 divide a T*' + 1. Luego resulta
que 7" 4+ 1 es divisible por 8 para todo n impar.

3. Ejercicios resueltos.

1) Pruebe que la férmula

1)(n +2
1.942.343.44 . +n-(ni1)— M FD0OE2)

es valida para todo natural n.
Demostracion. Sea p(n), 1-24+2-3+3-4+...4+n-(n+1) = M
Entonces p(1), 1-2= 123 =2 es verdadera.
Hipoétesis Inductiva: p(k) verdadera, es decir

Rk + 1) (k + 2
124234344 k- (ht1) = MR DESD)

Tesis: Por demostrar p(k + 1), es decir
(k+1)(k+2)(k+3)
3

Sumando (k+1) - (k+2) a ambos lados a la igualdad de la hipétesis inductiva
se obtiene:

124234344+ ... +k-(k+1D)+(k+1)-(k+2) =

124234344+ .. +k-(k+1)+(k+1)-(k+2) =

k:(k+1§(k3+2) +(k+1)-(k+2)

luego solo resta probar que

k(k+1)(k+2) (k+1)(k+2)(k+3)
3 3

Factorizando por (k+1)(k+2), se tiene (k+1)(k+2)(1+%) = w,
que es justamente la tesis deseada y lo que prueba que p(n) es verdadera para
todo natural n
2) Pruebe que para todo nimero natural n > 1 , el dltimo digito del nimero

22" + 1es 7.
Demostracion.
Denotando por p(n) la proposicién a demostrar, podemos observar que para
n =222 +1=17y la proposicién es verdadera.

Nuestra hipotesis inductiva es para n = k, es decir aceptamos que el tltimo
digito de 22" + 1 es 7.

Tesis: Por demostrar que el dltimo digito de 22 4 1es 7
Notando que 22" +1 = (22" +1)2 — 2(22" + 1) + 2 podemos concluir con la
ayuda de la hipotesis inductiva que el ultimo digito de (22k +1)? es 9, el tiltimo

+(k+1)-(k+2) =
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digito de 2(22k + 1) es 4 que luego al restarlos y sumarle 2, se demuestra la
proposicion.
Demuestre que para todo natural n > 2

LIS vn
VioVv2 V3 Vn
Demostracion
Sea p(n) la proposicién dada, luego para n = 2, se tiene que 1+ % > /2. La
proposicion verdadera.
Hipdtesis de induccién: n =k

1 1 1
7 7+7+ +7>\/E

Tesis: n =k + 1, Por demostrar que

1 1 1 1 1
—+—=+—=+..+t =+
VIioV2 V3 VE  VE+1
Sumando \/%H a la igualdad de la hipodtesis inductiva se tiene
1 1 1 1
— =t =ttt —=+

Viov2 V3 vk

>Vk+1

Como

\/_
1 VEE+ D +1 VT k E+1
\/EJF\/m N =i \/_ =VEk+1

se concluye la demostracion.

Demuestre que para todo natural n, n® —n es divisible por 5.

Demostracion.

Sea p(n) la proposicién dada, luego para n = 1 se tiene que 0 = 5- 0 lo cual
es verdadero.

Hipétesis de induccién: n =k, k® — k es divisible por 5

Tesis: n =k + 1, Por demostrar que (k + 1)° — (k + 1) es divisible por 5
Dado que nuestra tnica informaciéon es la hipotesis debemos hacer que la
expresion k° — k, aparezca en nuestro desarrollo

En efecto,

(k+1)° — (k+1) = k®+ 5k* + 10k® 4+ 10k* + 4k
y es igual a
k° — Kk +5k(k® +2k* + 2k + 1)

de donde ambos sumandos son divisibles por 5, luego para todo natural n,

n® — n es divisible por 5.
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5) La sucesién de Lucas (Anatole Lucas, 1842-1891), es una sucesién de la forma

2,1,3,4,7,11,18,29, 47, ...

y es definida por la regla inductiva:

Lo=2,Ly=1, Lo =Ly + Lo, Ly = Lo+ Ly, ..., Lpy2 = L1 + Ly, ...

Sean a, b, c,r, s, y t nimeros enteros fijos. Sea Ly, L1, .... la sucesion de Lucas.
Demostremos que rL,+, = sLpip+tL,.esverdadera paran =0,1,2,3, ...

asumiendo que es verdadera paran =0y n = 1.

Dado que la tesis es verdadera paran = 0 y n = 1, podemos asumir ( Hipdtesis
inductiva) que es verdadera para n = 0,1,2,3...,k con k > 1 para luego de-

mostrar que es verdadera paran =k + 1.
Por hipétesis tenemos

rL, = sLy+tL,
rLlite = sLipp+tLiye
rLotq = sLotp +tLoy.

rLly-11a = SLp_11p+tLp_14c
TLiya = SLpgp+tLpyc

Sumando estas las dos tltimas ecuaciones se obtiene

"(Lita + Li—14a) = S(Ligs + Li—140) + t(Liye + Lip—14c)

Utilizando la relacién de los ntimeros de Lucas L, o = L,11 + L,, se tiene

TLiy1+a = SLkt14o + tLpi14e

y esto completa la demostracion.

4. Ejercicios propuestos

1) Demuestre por induccién las siguientes igualdades:
_ n(n+1)(n+2)
a) 12422+ 3+ ... +n? =10
b) (n+1)(n+2)(n+3)---(n+n) =2"-1-3-5--(2n—1)
n— — n—1n(n+1)
c) 12—22 432 -4+ ..+ (1—1) 1n2+2 (=11
Q) (1= D= 1) (1= k) = 222

(P+2°4+3+ . 40+ (1" +2"+3"+ ... +n") =2(1+2+3+ ...

e)
f)y 1-1142-214+3-3'+...+n-nl=(n+1) -1
2) Para todo natural n, demuestre que a, es divisible por b

i)a,=2"-1, b=3

i) a, = ( 4—1), =60

iii) a, =n*+5n, b=26

+mn)t
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3) Considere la sucesién 1,5,85,21845, ..., definida por
=1 c=c3c1+2),.....;cn41 = cn(3cn +2), ...

4271,71

Pruebe que para todo entero n positivo, ¢, =
4) Demuestre que la desigualdad de Bernoulli (Jacques Bernoulli 1654-1705)

(I1+a)">1+na

es valida para a > —1 y para todo entero no negativo.
5) Pruebe la desigualdad

4n (2n)!
<
n+1  (n!)?
6) Demuestre que para todo natural n se cumple

V' —a" = (b—a)(b" P+ 0" 2a+ b0 + .+ ba" T+ a" )

7) La sucesién {a,} se define por la relacion de recurrencia a,i1 = 3a, —
2a,_1, a; =0, as = 1. Demuestre que para todo natural n, a,, = 2"~ — 1.

8) Pruebe que para natural n, el nimero 4™ + 15n — 1 es divisible por 9

9) Demuestre que para todo n € N

n n? nd

-+ —+—€N

3 * 2 * 6
10) Para todo n natural, demuestre la siguiente desigualdad

1
—+ -+ .. <n
2 2 3 2n —1 7
11) Demuestre que
10"t —9n — 10
343343334 ..+ 3. pveces 3 = z
S—~— 27

12) Pruebe que el nimero de diagonales de un n-poligono convexo es igual a

@. ( Ver Figura ) N

13) Demuestre que para todo natural n, se cumple que
(1+2+3+4+5+..4+n)?=13+22 433+ 434 .. +0?

14) Demuestre que cualquier suma de dinero, miltiplo entero de mil pesos, mayor
o igual que 5.000 (Cinco mil pesos), puede ser descompuesta en billetes multiplo
de cinco mil pesos y de dos mil pesos.
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15) Pruebe que si sin o # 0, entonces la identidad

" sin 2"ty
COS (v - COs 2 - cos 4av... cos 2" = Py D
2ntlgin o

es cierta para todo n € Ny.

5. Sumas y Productos

El simbolo ¥ se llama Sigma en el alfabeto griego y en Espanol corresponde a
la letra S. Es natural usar este simbolo para referirse a la idea de Suma, o bien |,
Sumatoria.

Con el sfmbolo Y42, se desea indicar la suma de los términos de la forma i? para
varios valores enteros de ¢. El rango para estos valores enteros se indica en la parte
inferior y superior respectivamente de Y. Por ejemplo en la forma

d =142 4 0
i=1
o bien, en la forma Y ;' ;> =12 422 + ... 4 n?

El ntimero de términos que tiene una suma Zyim h(j) ,no >mny siempre es igual
a ng —ny + 1. Por otro lado las sumas no necesariamente deben comenzar desde 1 y
cualquier letra como un contador puede ser usada.

Finalmente cualquier funcién f(7) puede ser utilizada en lugar de 2, es decir

F@+[B)+ @)+ .+ f(n)+ f(n+1) =D f())

6. Ejemplos.

S B =148+ 27+ 64 =100
S (i +2)=3-5+4-6+5-T=T4
%Zzlg(@ g(1) +9(2) + g(3) + ... + g(n)
>

m
k—1“;f=a1+“2+“3+“4+ o
n

m
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7. Propiedades.

A continuacién se dan las principales propiedades de la sumatoria:

1) Zk; ] = m-— jv m Z ]
2) o = Qs+ 30
3) Doha @+l = Y jak+ D by
4) Zk Lcap = ¢y p_,a, cconstante
5) > p_ ¢ = nc, cconstante
6) 22:1 ag = Zi;:l ay + ZZ:j-i—l Ak
7) Sh_iak —ag—1 = a,—ay (Propiedad Telescopica)
8) b, Gk — Qg—1 = Gy — ay—; m >n (Propiedad Telescopica)
9) > i, Qe — Ap—j1 = — ap—j—1 m >n (Propiedad Telescopica)
10) (O hoqabe)® < (Zk Lak)? (Zk Lbr)? (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

8. Ejercicios resueltos.

1) Determine la suma de los n primeros nimeros naturales impares.
La suma de los n primeros niimeros naturales impares esta dada por

S=> (2k-1)=14+3+5+7+9+..+2n—1=n

k=1
Como Y (2k—1)=2>"_ k—> 7,1, setiene
S — M —n = ’]’L2
2
2) Demuestre que ZZLLH% = an (71,1“1
Paratodoj >1, ——|—— 3/2 yes facil ver que Zk 1% = k 1 k—l—( "

De >3~ =D 1k+zk " i1 7» Obtenemos

3) Utilizando la propiedad telescépica, determine la suma de ZZ;; 3h2

Es facil ver que

3/4:—2 — %3/9—1 [1 . %:| _ 13/4: |:1 . 1] — 1(3]9—1 . 3k‘—2)

Luego
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4) Demostrar, utilizando induccién sobre n, que

ik(k—l—Z) _ n(n+1)6(2n+7)

Seap(n): Y,  k(k+2)= w
p(l): 1-3= W = 3, verdadero
p(j) : i:l k(k+2) = w Hipétesis Inductiva

Por demostrar ( tesis) p(j + 1) ZJH k(k+2) = w
Sumando a la hipdtesis (7 + 1)(j + 3) se tiene

JU+DEI+T)
6

G+ 1)(G+2) +Zk E+2)=0G+1)(+2)+

Entonces:

k(R +2) = (5 + 1) +2) + LD
(j+1)(242 +13j+18)

(G+1G +2)(2J+9)
6

lo que demuestra la proposicion.

9. Ejercicios propuestos.

1) Demuestre que:
a) Z?fo " J+1y] Zz;ilxnfkykﬂ
D) ko @k = 2o Gn—k
¢) Yhoy f(k) =305 f(k = 1)

2) Demuestre, usando el principio de induccién, la validez de las siguientes

formulas:
a) Z?:l 5t =2 4;1 »
n 5+(4n—1)5™
b Zk:l k5" = ( 16)

n

o

> ket BT =

k=1 k(k+1) = n+l
n 1 _ 1 _9-n

Zk:l ok — 1-2

)

)

d)

) S 2k(2k — 1) = M=)
) n

)

@

1 __n
£) 2k @ = W
g) Demuestre si la suma >, (—1)*(2k+1) esiguala n sinespar y es
igual a —(n + 2) si n es impar.



INDUCCION MATEMATICA

10. Productos.

13

IT es la letra “pi” maytuscula en el alfabeto griego y corresponde a la letra P del

espanol. Es costumbre usar esta letra griega para designar productos.

Mo, f(@) = f() - f(2)- f3) -~ f(n)

donde f es una cierta funcion del indice 7.

11. Propiedades.

)
)
4) H?Zlai + H?;L;ai = (alan+1)H?:26Li

)

)

)

I a4
n Jp— i=1""
I i = it

IT?_,c, c, constante

I, ;% = ¢ (Propiedad Telescopica)

12. Ejercicios propuestos.

1) Examine algunos valores de los productos

N L 1
i) My (1- k—+1) ;i) T (1 - m)

para valores pequenos de n y conjeture formulas generales.

conjetura por induccion.
2) Pruebe que

(1—)P_ (1+2* ) =1-2"
3) Determine el producto

y demuestre su resultado por induccion.

13. Progresiones.

Definicién.

Demuestre su

Se dice que los nuimeros reales ay, as, as, ..., a,, .... estan en progresion Aritmética

( P.A) si existe un nimero real d, llamado diferencia, tal que

VneN:a, 1 —a,=d

De la definiciéon de P.A tenemos dos importantes resultados, a saber:

1)VneN:a,=a;+(n—1)d
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2) VnGN:Zzzlak:w

Si en una progresion aritmética el primer término es 2 y la diferencia es 3, se tiene
que el segundo término es 2+43-1, el tercer término es 24 3-2, finalmente el n-ésimo
término es 2+3-(n—1). Si deseamos sumar los n primeros términos, podemos utilizar
la siguiente técnica:

Escribiendo la suma de los términos en orden creciente y luego decreciente en un
arreglo por filas y luego sumando tenemos

S=2+ 5+ 8 +...+3n—4+ 3n—-1

S=3n—-14+3n—-44+..+ 8 + 5 + 2

2S=3n—-1+3n-1+3n-1+..3n—1+3n—-1 =nBn-1)

Luego, S = ”(3+_1)

El promedio ( o bien promedio aritmético ) de n niimeros es igual a su suma dividido
por n, por ejemplo el promedio de 1,3y 7 es %, y si cada término es remplazado por
su promedio, la suma de los tres términos permanece inalterable. Cuando tenemos
una secuencia de numeros dados en P.A, el promedio de todos sus términos es igual
al promedio del primer término y el tltimo término, que es igual al término central

cuando el niimero de términos es impar.

Por ejemplo, consideremos una progresién aritmética con una diferencia negativa

d= =2

3

7T 2 8 13 23 28

90 9 -1 - a9 90 —6 — 0 90 —11

33 3 3 3 3
Su promedio es —% que corresponde al término central y la suma de los nueve
términos es igual a nueve veces su promedio, es decir 9 - (—1) = —39.

Si a es el promedio de r y s, es facil ver que 7, a, s son los términos consecutivos
de una progresion aritmética. Esta es la razén que el promedio de tres nimeros es
llamado el medio aritmético.

Definicién.
Se dice que los nimeros reales ay, as, as, ...... , n, .... N0 nulos estan en progresion
Geométrica ( P.G) si existe un nimero real ¢, llamado razoén, tal que

G
Vn e N: +1:q

Qn

De la definiciéon de P.G tenemos dos importantes resultados, a saber:

1) VneN:a, = a;¢g" !
2)VneN: ST ap=a L=, g # 1L

q—17

En particular si ¢ =1, Vn € N: a,, = a;. Luego >, _, a; = nay.
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Si| g |< 1, es facil ver que las potencias naturales de ¢ son decrecientes y para n
suficientemente grande ¢" tienden a cero, luego a; + as + az + ..... =4

Consideremos una progresién geométrica de la forma
5,5-2%5.215.20 5.98 . 5.2%

Podemos identificar que su primer término es ag = 5, larazén es ¢ = 22 y el ntimero
de términos es n + 1.

[lustremos una forma simple de encontrar la suma de una P.G..

Designemos por S su suma y consideremos el siguiente arreglo

S=5+5-22+5-2"+5.204+5.25 4 .. +5.2%
multiplicando por 22 la anterior igualdad

226 =5.2245.20 1 5.20 1 5.98 4 4 5.92 4 5.92ntD)

Restando, notamos que se cancelan los términos menos dos de ellos obteniendo

_ 2(n+1 o 5((22)(71'4‘1)71) . 5(17(22)(71-4-1))
35 =5-220t) 5 de donde, S = 3 = =

El medio geométrico de dos nimeros reales positivos a y b se define por \/@, el

. . 4, .. 3
medio geométrico de tres ntimeros reales positivos a, b, ¢ se define por vabc y en
general para n numeros reales positivos aq, as, as, ay, ...., a, el medio geométrico se

define por
VL ai

Para que una suseciéon de nimeros aq, as, as, aq, ...., a, esten en P.G, es necesario y
suficiente que cada uno de sus términos excepto el primero, sea igual en valor absoluto
al medio geométrico de sus términos adyacentes, es decir

|a'n+1| = v/ QnQn42

En efecto, si ay,as,as, aq, ....,a, estdn en P.G, entonces a, 11 = a,q, . Luego a,,o =
_ an+1 _ 2 _
nt1q, de donde \/napiz =/ ani1q = /a5 = |anial.
L . _ 2 _
Para probar la suficiencia, consideremos |an11| = \/Gn@ni2 , de donde, a; , =
nWnt+2 - an ni1’
Obteniendo
Q9 as Qg as
_— == — = — = _.... = q
aq a9 as ay
lo que demuestra que la sequencia de nimeros ai, as, as, aq, ...., a, estan en una P.G.

Se deja como ejercicio al lector, una importante desigualdad que no es facil de
demostrar, ella es:
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Para aq, as, as, ay, ...., a, nimeros positivos, se cumple
(0,1 +as +as+aq+ ... +an)
> ay-ag-as - ag ... Q.
n

14. Ejerccios resueltos.

1) Determine = de manera que 7, x, 252 sean tres términos consecutivos de una
P.G.
Como |z| = +/7-252, las soluciones son para x =42y x = —42.
Otra alternativa para resolver este problema es considerando = = 7q, y
7¢®> =252, dedonde ¢ =46y x = £42.
2) Determine x de manera que 15, z, 18 sean tres términos consecutivos de una
P.A. La respuesta inmediata es x = (15;18)
Otra forma para resolver este problema x = 15 +d,y 18 =x+d de donde

d:%, luegox—15+3 323

3) Dada la suma S,, de los n primeros términos de una P.A  aq, as, as, aq, ...., ay,
2
encuentre los cuatro primeros términos si S,, = 7 —n.
Respuesta:

Paran=4, S;=0,dedonde a; +as+as+as=a1+a;+d+a+2d+
a1 +3d=0 . Luegod= —”%.

Como S,, = "(“1;%) — n(2a1+2(n71)d) _ %2 — n, reemplazando d obtenemos
W =n(}—1). Luego w = 0 lo que determina que a; = —3.

Los cuatro términos pedidos son —2, —1

1 13
47 47 40 4°

15. Ejercicios propuestos.

1) Determine en cada fila las cantidades desconocidas utilizando la informacién

dada.

a d |n| a, | Sy a d | n an S
(a) | 110 | =10 | 11 ()| =9 0.5 —75
(b) | b 26 | 105 (b) | —28 9 0
() 3 |12 210 (¢) | 0.2 5.2 | 137.7
(d) 2 | 15| —10 (d) 30 | 15| 15.75 | 146.25

bl q n bn Sn
(@) 1] 3 110
(b) é 8 2
(c) | 2 7 | 1458
(d) 3 567 | 847
(e) | 3 E | T8
(f) 3] 3 6L
(9) -3 4 30
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2) Si a,b,c,d nimeros que estan en P.G, demuestre que
(b—c)’+(c—a)’+ (d—0b)* = (a—d)?

3) Una bomba de vacio extrae la cuarta parte del aire contenido en un
recipiente, en cada bombeada. ; Qué tanto por ciento del aire, que original-
mente contenia el recipiente, queda después de cinco bombeadas?.

4) Calcule la suma de los 21 primeros términos de la progresién

(a+0b) " Ga=0)

2 ) ) J
5) En la figura que se adjunta se tiene que B
OA=1lmt, /AOB=30". >
Calcule AB+ BC+CD + ......... -
0 .

6) En un circulo de radio R se inscribe un cuadrado, en éste cuadrado un circulo,
en éste otro circulo un cuadrado y asi sucesivamente. ; Cudl es el limite de
las sumas de las areas de los cuadrados y de los circulos?

7) En un cierto cultivo, las bacterias se duplican cada 20 minutos.; cuéntas
veces el nimero original de bacterias hay en el cultivo al cabo de 2 horas,
suponiendo que ninguna muere?

8) De ters ntimeros que forman una P.G decreciente , el tercero es 12.  Si 12
es reemplazado por 9, los tres nimeros forman una P.A. Encuentre los dos
numeros restantes.

9) Determine una progresiéon geometrica decreciente e infinita, de manera que su
suma sea 3, y la suma de los cubos de sus teminos sea igual a 61%.

10) Utilizando las progresiones, demuestre

n n—1 n—2, 2 n—1 n_xnﬂ—yn“
r+x y+r Yy +...+2y +y =—

r—Y
16. Teorema del Binomio

Del &lgebra elemental, sabemos que (a + b)? = (a + b)(a + b) = a* + 2ab + b?,
entonces (a + b)® = (a +b)(a + b)* =a® + 3a*b + 3ab* + b* Podemos observar que los
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coeficientes del binomio ciibico se pueden obtener de la siguiente manera:
1 21
1 21
1 3 31
De aqui podemos tabular los coeficientes de (a + b)", para n = 0, 1,2, 3..., ( para
el caso n = 0, se requiere que a 6 b, no sean nulos simultaneamente.)

1 — (a+0b)°

1 1 — (a+0)?

1 2 1 — (a+b)?
1 3 3 1 —— (a+bp

1 4 6 4 1 —— (a+b)?

El arreglo anterior es conocido como triangulo de Pascal, en honor al matematico
Blaise Pascal ( 1623-1662)
Definamos el coeficiente de a” *b* ( Denominado coeficiente binomial) por

k (n—k)IK!

factorial)
Podemos notar que n! =1-2-3-4...-(n—2)-(n—1)-n lo podemos escribir como
nl=n-(n—1)-(n—2)-...4-3-2-1

( " ) = " dondek =0,1,2,3..ncon 0! =1, nl=1-2-3-4.n (lease n

En general (n+n)! #n!4+m! por ejemplo, sin =3 ym=>5, (3+5)! = 40320,
y 3145 = 126
Similarmente debemos observar que en general (2n)! # 2n! y (mn)! # m!n!

Utilizando los coeficientes binomiales, el triangulo de Pascal quedaria:

(8) — (a4b)°

~— (a+b)!
(;) — (a4b)?

(6) ) ) (3) e

17. Ejercicios propuestos

1) Sin > 1, demuestre que n - (n — 1)! = n!
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2) Sin > 2, demuestre que (n? —n)-(n—2)! =n!

3) Sin >k, demuestre que (n —k+1)-nl+k-nl=(n+1)!

4) Sin > 2, demuestre que n! — (n — 1) = (n — 1)? - (n — 2)!

5) Determine todos los n € N para los cuales (2n)! =2 -n!

6) Determine todos los pares de enteros positivos m y n de manera que

(m+n)! =n!-m!

7) Resuelva la ecuacién para n entero positivo (n + 2)! =90 - n!
8) Si 0 <k <n—2, entonces

(#52) = (ke ) (et )+ (3)

De la definicion de los coeficientes binomiales para n, m nimeros naturales, m > n
tenemos las siguientes propiedades

n<8)21
ﬁ)(n”jl):
0(1%)

. m—+1 m
iv) ( n+1 ): i

Teorema del Binomio.

3

TN
> 3

Sia,beRyneN, entonces

(a+b)" ( Z ) a” Rk =
0

n n n n—1 n n—232 n n—1 n n
(O)a+(1>a b+(2>a b* + ... +(n_1>ab +(n)b

En particular (a — b)", lo puede considerar como (a + (—b))™ 'y Es necesario
notar por la simetria de los coeficientes que

w+®”=i:(2)wszji(2)&mk

k=0 k=0

Definamos por T el término j-ésimo en el desarrollo de binomio (a+ b)", entonces

- n n—(G-1)pi—-1
= (0 )
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luego por razones practicas y no equivocarse en recordar tantos indices , podemos
considerar el coeficiente j-ésimo més uno que tiene la forma

n n—i1i
TJ’+1=<j)a v

En particular (a — b)", lo puede considerar como (a + (=b))" y es dado por
R A
(a—b)" = k; ( . ) a"F(—1)kp"

Una generalizacion natural del Teorema del Binomio, es el Teorema del Multinomio,
s6lo daremos su definicién y no entraremos en mas detalles, dejamos al lector mas
avezado profundizar en esta materia.

Para cualquier enteron > 2 y parar > 3

n
(x1+ 20+ 23+ ... + )" = A A
3 Ny, Ny n 1 %2 r
nl4+na+...+nr=n ’ T

donde la suma es sobre toda secuencia de niimeros enteros positivos ni, no, ..., n, tal
quen; +ng +...+N,=n 'y

n n!
ni, Moy, ) nql-ngl--on,l

En particular para r = 2

()= (i) === ()

18. EJERCICIOS RESUELTOS

1) Calcule el término independiente de = y el término central en caso de que

existan en el desarrollo del binomio (z — =),

() () () o

Luego para j = 3, se tiene que el cuarto término es independiente de z.
Como n =9, no un existe término central.
2) Obtenga el coeficiente de z® en el desarrollo de (1 + 2% — 23)
9
Como (1'1 + 22 + .1'3)9 - Zn1+n2+n3:9 ( ni,ng, N3 ) x?lx;mxg?)
y el coeficiente que se pide es para 2%, tenemos la ecuaciéon 2ns + 3ns = 8,
y las posibilidades son

9

n1:5, n2:4, n3:0

711:6, ngzl, TL3:2
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luego, calculando los coeficientes tenemos
9 9 9! 9!
( 5,4,0 ) - ( 61,2 ) = Sl g 202 120=578
Otra alternativa para resolver este problema es:
Desarrollando por el teorema del binomio
9

(1—1—372—3:3)922(Z)19_k(x2—x3)k:i(Z)(mQ—xg)k

k=0 k=0

Analicemos las potencias en el desarrollo de (2% — 23)* con 0 <k <9, es
decir en

o=y (5) ey - S (5) e

i=0 i=0
Como2k+i=8y 0<1<Fk setiene() <k <4 dedonde las posibilidades
son: k=3, i=2 ; k=4, i=0 y lasuma de los coeficientes de 2% es

(3)(5)(3)(5)=om

- n _1\k n __on
S (5w (i)-
k=0
En el desarrollo del binomio

(a+b)" = i ( Z ) a" kb

k=0

Demuestre que

basta tomar los casosa =1 ,b=1y a=1, b= —1 para obtener

n

g (1) g (1)

k=0

=30 (§ ) et =2 () oo
k=0 k=0
Determine la suma de todos los coeficientes del polinomio respecto de z que
resulta de la expansién binomial de (3z — 4)'7
El desarrollo de (3z — 4)!'7 es dado por
17
S () et = (] e () eorear

k=0

( U ) (32)5(—4) 4 ... + ( " ) (32)(—4)'6 + ( I ) ()7
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Dado que esta igualdad es valida para todo x, en particular lo es para z = 1.
Haciendo x = 1 obtenemos la suma de los coeficientes pedida, es decir

(7)o (V) erecos
( I > (3)°(—4)° + ...+ ( " > (3)(~4)'° + ( " > (—4)7 = (3—4)7 = 1

19. Ejercicios propuestos

1) En caso de existir, obtenga el coeficiente de 27 en el desarrollo de (& +z+2*)*
2) Determine el coeficiente del término independiente de z en el desarrollo de

1
(Va+ -
3) Si en la expansion binomial de

Ly
(Vy+ \4/@)
los primeros tres coeficientes forman una progresion aritmética.
Encuentre los términos de la expansion en los cuales los exponentes de y sean
nimeros naturales.
4) Si
(14 + 2%+ 2%)° = ag + a1z + asx® + ... + a;5215
determine el valor exacto de aq.
5) Determine una relacién entre a y n de modo que en el desarrollo de (1 + a)”
aparezcan dos términos consecutivos iguales.

6) Escriba
o[(3)+(5)=(1)]

como un polinomio en n, y utilice el hecho que ( - siempre es un entero

para dar una nueva demostracién que n(n? + 5) es miltiplo de 6 para todo
entero n.
7) Determine los nimeros a y b, de manera que para todo natural n

-o(2)-<(3) (1)

8) Demuestre por inducciéon matemética que

()=t

1=0
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1) Determine un contra ejemplo para la siguiente proposicién ( Conjetura errada
de Isaac Newton 1642-1727)

vn € N, 11" = apaias...a, donde los digitos estan dados por:

n !
%=\ ;)= o
es facil demostrar que la proposicién es verdadera para n = 0,1,2,3,4. Sin
embargo, para n = 5 la proposicién no se cumple dado que 11° # 15101051.
Observacion. Los coeficientes a; antes calculados son llamados coeficientes
binomiales y su tabulacion en un arreglo triangular se conoce con el nombre

de Triangulo de Pascal ( ver Figura).

j=0,1,2,3.ncon 00 =1, nl=1-2-3-4..n.

1 — 11°
1 1 — 11!
1 2 1 — 117

1 3 3 1 — 113
1 4 6 4 1 — 114



