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FORMAS NORMALES
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

E. SAEZ

La idea general de la Teoria de Formas Normales consiste en encontrar un sistema
de coordenadas donde una determinada expresién se reduce a una expresion equiva-
lente que contiene sélo los términos mas relevantes, por ejemplo, es conocido en el
estudio de las cuadraticas reales en dos variables reales con coeficientes constantes,
que existen traslaciones y rotaciones en el plano que permiten definir nuevas coorde-
nadas donde la ecuacion de la cuadratica no contiene el término mixto y no contiene
al menos un término lineal ya que son irrelevantes para la forma cualitativa de la
grafica de la cuadratica. Dichas ecuaciones son llamadas Canodnicas. Otro ejemplo
conocido es en el estudio de las matrices cuadradas, donde se demuestra que existen
bases adecuadas en los Espacios Vectoriales respectivos tales que mediante transfor-
maciones lineales es posible representar la matriz en términos de los valores propios
que son los niimeros realmente relevantes de la matriz. Dichas matrices se dicen de
Jordan.

La expresién general de una Ecuacién Diferencial Parcial Lineal Real de Segundo
Orden en dos variables, definida en un dominio €2 del plano en coordenadas cartesianas
es de la forma

2u 2u 2U U u
(1) CL(QJ, y)% + 2()(1’, y) 8(91383/ + C('Tv y)g? + d(.ﬁC, y)% + e(x7 y)g_y+
flz,y)u+g(z,y) =0
donde los coeficientes a,b,c : 2 — R son funciones en dos variables que admiten

desarrollos de Taylor convergentes y no se anulan simultaneamente en 2. Los coefi-
cientes d, e, f, g : € — R son funciones en dos variables y continuas.

Como la ecuacién (1) es de segundo orden, veremos en lo que sigue que siempre es
posible reducir los coeficientes de las derivadas de segundo orden a constantes muy
simples mediante un cambio de coordenadas definidas por sistema de ecuaciones de
la forma

@) {5 = {(z,y)

n = nz,y) con SEL A0, V(x,y) €0

tal que (1) en las nuevas coordenadas es equivalente a una de los siguientes tipos
de ecuaciones mas sencillas, llamadas Formas Normales , o bien , formas Formas
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Candnicas de (1).

(1.a) %——+T0L =0

1.b) agan+T01. —0

(3) FormasNormales : 2.a) S+ T.01. =0
2.) 8“+T01. =0

3) 352 §+ 58 +T.01. =0

\

donde T.0.I., designa los términos de orden inferior al efectuar el cambio de coorde-
nadas (2) a (1) para obtener (3).

Definicién. Diremos que la ecuacién (1) es de tipo Hiperbélica, 6 Parabdlica,
o bien, Eliptica, si y sélo si existe un cambio de coordenadas tal que la ecuacion se
puede escribir en la Forma Normal 1., 6 2., o bien 3., respectivamente.

Nétese de (3) que no existe unicidad de Formas Normales. Ademés, las formas 1.),
2.) y 3.) son por definicién de tipo Hiperbdlicas, Parabdlicas y Eliptica, respectiva-
mente.

En Fisica e Ingenieria es frecuente encontrar las E.D.P.

2 2 ., “ 7. .
ng — % =0 Ecuacién de Onda Unidimensional
u ou

@ — ? =0 Ecuacién de Calor Unidimensional
xz vy 9 o = = (0 Ecuacion de Laplace Bidimensional

Estas ecuaciones son ejemplos inmediatos de Ecuaciones de tipo Hiperbdlica, Parabdlica
y Eliptica, respectivamente.

Teorema

La E.D.P. (1) es reducible en €2 a la forma:
) >0, Y(x,y) € Q

x,y
,y) =0 ‘v’(my)GQ
<0,V( ,y) € €

1) Hiperbdlica si y sélo si b(z,y)? —
2) Parabdlica si y sélo si b(z,y)* —
3) Eliptica si y sélo si b(z, y) (a:, y)c(z,y)

Demostracién

Sea A : Q — R talque A(z,y) = b(z,y)* — alz,y)c(r,y). Demostraremos
en primer lugar que en (), el signo del discriminante A(x,y) es invariante bajo un
cambio de coordenadas del tipo (2). Por (2) es inmediato que existe una cadena de
dependencia de las variables del tipo:

<X,
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Usando la Regla de la Cadena y cambiando de notacién se obtiene que las derivadas
parciales respecto de = e y, estan dadas por las expresiones:

Uy = uéfx + Un Ty

Uy = uey + uyny
Upey = Ueel2 + 2ugynuly + w2 + T.0.1.
Ugy = u&égygz + uénnyfaz + unﬁgynx + Unn My + T.0.1.
Uyy = Ugek) + 2ennyy + Upyny +T.0.1.

Reemplazando las derivadas parciales anteriores en (1) se obtiene que la forma general
de la Ecuacién Parcial en las cordenadas (§,n) es del tipo

(4) AU&& + 2BU§7Z + C’u,m + TOI =0
donde los coeficientes de las derivadas de segundo orden estan dadas por:

A = af?+ 2b8,&, + sz
(5) B = a&ne + b(&ny + ) + c§ymy
C = an;+ 2bngn, + cn;

Con un calculo operatorio simple se verifica la identidad:

a(&,n) } ?
(z,y)

La identidad anterior, demuestra que el signo de la expresiéon A = b? —ac es invariante
bajo cambio de coordenadas pues

B — AC = (B — ac)(&amy — &me)? = (B — ac) {

Sing(B* — AC) = Sing(b* — ac) siy sélo si [8(5’ 77)]2 # 0
9(x,y)

(=). Es inmediato de (3) que las Formas Normales : Hiperbdlica, Parabdlica y
Eliptica implican, respectivamente: A(z,y) = 1(resp. i),A(m,y) =0y Az,y) =
—1, de donde los signos de A(z,y) en {2 son positivos, cero y negativo ya que son
invariantes bajo cambio de coordenadas.

(«<=) Demostraremos a continuacién que dependiendo del signo de A | existe un
cambio de coordenadas (2) que transforma (1) a una de las respectivas Formas Nor-
males en (3).

Caso 1.- Supongamos que A(z,y) > 0 en 2 y busquemos funciones £ = &(x,y),n =
n(z,y) tales que anulen simultaneamente las expresiones de A y C en (5). Si tales
funciones existen entonces B # 0 en (5) pues B> — AC' > 0 y dividiendo (4) por 55
se tiene la Forma Normal 1.b) de (3).

La demostracién se reduce a analizar la consistencia del sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden

(6) a2 + 2668, + &2 = 0

5

ans + 2bnn, + ey, =

o
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Como las ecuaciones del sistema son similares, el estudio de la primera de ellas es
valido para la segunda ecuacién cambiando el rol de £ por 7.

La primera ecuacion del sistema, dividida por 55 tiene la forma

&\ G
(7) a(— +2b=+c¢=0

&y 3
Si a # 0 en cada punto de 2, se tiene una ecuacién de segundo grado donde el
cuociente g—: juega el rol de incognita. Sus soluciones son:

& —b+ Vb? —ac . &x —b—Vb? —ac
= = , 0 bien, = =
&y a y a

Sean las ecuaciones diferenciales ordinarias

@ b= Vb? —ac @ b+ Vb —ac

8 - ’ ) -

(®) dx a Y dx a

Si (z,y) = cte es una solucién general de la segunda ecuacién anterior, entonces es
inmediato que &;dr + {,dy = 0 y en consecuencia % = —g—z, de donde el cuociente

g—” es solucion de la ecuacion de segundo grado (7) y la funcién £ satisface la primera
Y

ecuacién del sistema (6). Analogamente si n(x,y) = cte es solucién general de la
primera ecuacién de (8), entonces la funcién n satisface la segunda ecuacién del
sistema (6).

Para demostrar que la transformacién
{«S = &(2,y)
n o= ny)

define un cambio coordenadas en 2, basta demostrar que el jacobiano de la transfor-
macion no se anula en . En efecto las funciones € y n, por (7) y (8) satisfacen

_&  _—  btvbi-ac
fy a
e _— b=vbi-ac
Ny a
Luego
S Mz . __ovb2—ac Eaxny —EyMa
T = 2¥>—=2¢ £ (0 , de donde, B #0

Entonces, &1, — {yn.e = géiz)) #0 , Ve,y e

Sia = 0, entonces b(x, y) # 0 en cada punto de € pues por hip6tesis Az, y) > 0. Si
¢ = 0, basta dividir (1) por 2b para tener la forma normal de la ecuacién diferencial.
Sea entonces ¢(x,y) # 0 en cada punto de €. El sistema (6) se reduce a la expresién

2088, +c&2 = 0

2bnwny+cn% =0
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Dividiendo la primera ecuacién del sistema por 2 se tiene la ecuacién de segundo
grado con incognita el cuociente g—y;
x

gy fy 2
2b=+4c(=)"=0
e, )
o bien factorizando |,
&y &y
2b+ ¢ 0
é}( £x)
Sus soluciones son :
g—y:O,obien, £—y:—2—b
&a - c
Sean las ecuaciones diferenciales ordinarias
dx dr  2b
— =0 y Yy T —
dy dy c

Sean x = cte , y , n(x,y) = cte las respectivas soluciones generales de las ecuaciones

ordinarias, entonces
{ & = T

satisface el sistema (6). El sistema como una transformacién define un cambio de
&n

coordenadas pues g y; g—Z # 0, ya que, b # 0. Lo anterior demuestra sélo la parte

1) del Teorema.

en ). Analogamente a lo anterior busque-

Caso 2.- Supongamos que A(z,y) =0
= n(x,y) tales que anulen simultaneamente las

mos ahora funciones £ = £(z,y),n
expresiones de Ay B en (5).

Sia =0 en (1) entonces b = 0 pues b> — ac = 0, luego ¢ # 0 en cada punto de €.
Basta dividir (1) por ¢ para tener la forma Parabdlica 2.b).

Sia # 0 en cada punto de 2 en (1), del caso 1.- se sabe que la funcién & = £(z,y)
obtenida de la segunda ecuacién diferencial en (8), (que se reduce a la forma més
simple j—g = g), tiene la propiedad de anular la expresién de A . Pero B* — AC =0
pues el sig(A(z,y)) es invariante bajo cambios de coordenadas, entonces la misma
funcién & = £(z, y) anterior, tambien anula B. Por otro lado basta tomar n(x,y) =y
ya que en el caso ¢ # 0 en cada punto de €2, no anula la expresiéon de C' (si ¢ = 0
el teorema es inmediato pues (1) dividida por a se encuentra en la forma normal

Parabdlica 2.b))

Para terminar la demostracién de este caso falta demostrar que la transformacion
definida por el sistema:

{E = &(7,y)

n =y , define un cambio de coordenadas en ).
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Pero

&b

a&n) _ & & _ ey _ b
0(z,y) 0 1 o & a

Sib=0en (), entonces ¢ = 0 y la demostracién es inmediata pues basta dividir (1)
por a para tener la forma normal Parabdlica 2.b).

Si b # 0 en cada punto de €2, entonces &, # 0 y el Jacobiano anterior no se anula
en {2 lo que termina la demostracion del caso 2.-.

Caso 3.- Supongamos que A(z,y) < 0 en . Busquemos funciones £ = {(z,y),n =
n(x,y) tales que simultaneamente anule la expresiones de B y se tenga la identidad
A = Cen (5). Entonces de (5) y de las identidades en 2, A—C =0y B = 0 se tiene
respectivamente el sistema:

(9) { G(fg - 772) + 2b(£x£y - nxny) + C(&Z - 775) =0
afwm + b(gmny + gynac) + nyT]y =0

Multiplicando la segunda ecuacién del sistema por 2¢ y sumando con la primera se
obtiene:

a(&, +in.)” + 2b(&; + i) (&y + iny) + (& + iny)Q =0
Dividiendo la ecuacién por (&, + in,)?* se tiene:

a(g_ﬁy X Qb<u) Le=0
§y +iny §y +iny
Esta expresion significa que el cuociente Zi—igz es solucion de la ecuacion de segundo

grado aX? + 2bX + ¢ = 0, es decir,
§o +ine  —b—ivac — b?
§y +iny a

Nétese que a # 0 en cada punto de  pues b*> — ac < 0 (el caso a = 0 no es posible
pues b? < 0 es una contradiccién )

(10)

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria

Z—z = W . ysea, O(z,y) =&(x,y)+in(z,y) =c1 +ic € C
su solucion general, donde ¢y 4 icy es una constante compleja arbitraria.
Pero la diferencial de ®(z,y) = cte es d® = ®,dz + ®,dy = 0, entonces Z—z = —%:
y en consecuencia se tiene (10).
El calculo anterior significa que las funciones
(11) { £ = &(z.y)

n = nz,y)

satisfacen el sistema (9) y en consecuencia A — C' = B = 0.
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Falta demostrar que el sistema (11) define una transformacién que es un cambio
de coordenadas, o bien , que 3 5 ") 7é 0 en cada punto de €.

Consideremos la parte imaginaria

xT ) x x — Sx V - b2
[m(f —l—z.n )= fynQ égny = V& #0 , en cada punto de {2
Ey + iny & + 0y a
Entonces
o(E,m) =&ny — &Ny 70 . en cada punto de 2
A(x,y)

lo que concluye la demostracion.

Comentario 1. El teorema anterior se generaliza a E.D.P. lineales de segundo
orden definidas en un dominio €2 C R". Por cambios de coordenadas la forma general
de la E.D.P. se puede escribir en la forma normal

Z )\ 852 + T.0.1.=0 , y se tiene la siguiente clasificacién :

1) Eliptica & Vi, A\ >0 (resp. \; <0)

2) Parabdlica & N =0

3) Hiperbdlica < ()i, A >0 (resp. A <0), A; <0 (resp. \; >0) si ¢ #j
4) Ultrahiperbdlica < Existe mds deun A; >0 y mdsdeun X\; <0

Comentario 2. Sea la funcién asociada a una misma E.D.P. de la forma (1)
A:QCR* =R, tal que, A(x,y) = b*(z,y) — a(z,y)c(z,y)
Consideremos la particion de €2 en los tres conjuntos
Q=0,UQUQ; donde Q; = A~ (—00,0),0 = A™10) y Q3 = A™1(0, 0)

Entonces, una misma ecuacion puede ser de los tres tipos: Eliptica , Parabdlica, o
bien, Hiperbdlica si se restringe a los conjuntos €2y, 25 , o bien , {23 respectivamente.
Es decir, el tipo de ecuacién depende del dominio de definicién de los coeficientes de
la E.D.P.

Ejercicio interesante

Encontrar la solucién de la ecuacion de Onda Unidimensional

o? 0?
a—tg = 28_1:2; donde k > 0 es una constante,
tal que satisfaga las condiciones iniciales de Cauchy:
u(z,0) = f(x) 1
12 u con f,geC
(12 2(,0) = glay| O

Solucion: Si el coeficiente k£ # 1 en la ecuacién de Onda, entonces dicha ecuacion
no esta escrita en forma normal por la presencia de este coeficiente diferente de uno .
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Es inmediato que, A(x,y) = b* —ac = k* > 0 y en consecuencia la ecuaciéon de Onda
es de tipo Hiperbdlico.

Sean las ecuaciones diferenciales ordinarias

dt  b++vb*—ac 1 dt  b—+vb?*—ac 1
de a k7 dr a N
Entonces las respectivas soluciones generales son:
r—kt=c , x+kt=c ,donde cq,cy son constantes arbitrarias.

Luego existe el cambio de coordenadas

& = x—Fkt

no— x4kt ,donde la Ec. de Onda es de la forma Hiperbdlica

De (5) se tiene que B = 2k? y la ecuacién en las nuevas coordenadas es de la forma

2B 5952;77 + T.0.I = 0. Es simple verificar que los términos 7.0.I = 0, dividiendo la
3%u

ecuacion anterior por 4k? se tiene la forma hiperbdlica BEon = 0. Es claro que cualquier
funcién que depende solo de unas de las variables es anulada por la derivada mixta
(se supone de clase C?). Entonces

u=¢(€) +1h(n) , con ¢, € C* funciones arbitrarias

son soluciones de la forma hiperbdlica. En consecuencia, regresando a las variables
originales por el cambio de coordenadas ,

(13) u(z,t) = ¢p(x — kt) + Y(z + kt)
son soluciones arbitrarias de la ecuacion de Onda.

Consideremos la siguiente interpretacién de la solucién u = ¢(x—kt) . Supongamos
que la grafica de ¢ en el instante inicial t = 0 es como la curva 7y de la figura. Entonces
la grafica de u = ¢(z — kt) es una curva dindmica v, que como funcién del tiempo, se
desplaza s = kt unidades hacia la derecha a velocidad k, pues kt > 0. Analogamente
la grafica de ¥ (x + kt) es una curva que como funcién del tiempo se desplaza s = kt
unidades a velocidad k& hacia la izquierda pues —kt < 0. Por estas interpretaciones
, se dice que las soluciones de la ecuacién de Onda, u(z,t) = ¢(xz — kt) + ¢ (x + kt)
son sumas de ondas viajeras como indica la figura:

U
Yo Ve

X/
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Busquemos ahora las funciones ¢, 1 tales que la(s) solucién(es) satisface(en) las condi-
ciones iniciales de Cauchy, es decir, la(s) solucién(es) satisfacen las condiciones (12),
entonces tomando ¢ = 0 en (13) se tiene que ¢, satisfacen el sistema:

{f(fr) = o) +v(x)
g(x) = —kd'(x) + ky'(x)

Derivando la primera ecuacién del sistema anterior respecto de x se tiene que las
derivadas de ¢, satisfacen el sistema:

¢'(r) +¢'(x) = f(x)
—kd'(x) + k'(x) = g(x)

Despejando del sistema las derivadas de ¢, 1) tenemos:

{QZSI(ZL‘) _ kf(a:2)—g(z)

., 2k
W(z) = kf(2)k+9()

Integrando respecto de z se tiene las identidades:

{¢@)zi%—ﬁ:m&%

W(a) = 5P+ g fy 9(€)dg

Reemplazando x — = — kt y © — x + kt en la primera y segunda identidad respecti-
vamente se obtiene

T— z—k
Olw—kt) = Tet— o [ g()ds
— x+kt T
Wla +kt) = HEE g [T g()de
Finalmente, sumando las dos identidades anteriores encontramos la solucion llamada

de D’Alambert del problema de la Ecuacién de Onda con condiciones iniciales de
Cauchy.

u(e,t) = f(x+kt) + flo— k)] + 5 [ 9(§)dg

RESUMEN

Caso 1.-
v (z,y) —a(z,y)c(z,y) > 0,¥(z,y) € Q <= E.D.P. Hiperbdlica.
i) Si a # 0, sean las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias:

@ b+ Vb —ac @ _ b—vVb*—ac

dz a " odx a

—~
<
~—
I
[
[

y las respectivas soluciones generales : { f] i
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Entonces el cambio de coordenadas:

_ 2
{ R , Transforma (1) a la forma , 2B Ou +T.0.1. =
n = n(zy) 9¢0n
Dividiendo la expresién anterior por 2B , se obtiene la Forma Normal
Hiperbdlica,
0%u
14 T.OI. =0
(14) acon
ii) Sia =0y c#0, en cada punto de () , sean las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias:
dx dx 2
= -0 . — = =
dy dy c
las respectivas soluciones generales : { T oa
Y P & Clnlzy) = e
Entonces el cambio de coordenadas:
§ = x 0%u
, Transforma (1) a la forma , 2B +T.0.1.=0
{ n = n(zy) 1) €D

Dividiendo la expresién anterior por 2B , se obtiene la Forma Normal
Hiperbdlica ().

iii) Sia =0y ¢ = 0, en cada punto de 2, basta dividir (1) por 2b para obtener
la Forma Normal Hiperbdlica en las coordenadas cartesianas originales,

0%u
0xdy

+T.01. =0

Caso 2.-
v (z,y) — a(x,y)c(z,y) = 0,¥(z,y) € Q <= E.D.P. Parabdlica.

i) Si @ = 0, en cada punto de €2 , basta dividir (1) por ¢ para obtener la
Forma Normal Parabdlica en las coordenadas cartesianas originales,

0%u
—+T.01. =0
oy? +

ii) Sia # 0y ¢ # 0, en cada punto de €, sea la Ecuacién Diferencial
Ordinaria
dy b

dz a ’
y la respectiva solucién general: &(z,y) = ¢
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Entonces el cambio de coordenadas:

B 2,,
{ ¢ = &y , Transforma (1) a la forma | Ca +T.0.1.=0

n =1 on?
Dividiendo la expresién anterior por C' ;| se obtiene la Forma Normal
Hiperbdlica ,
82
S ATOL =0
on?

iii) Sia # 0y ¢ =0, en cada punto de 2, basta dividir (1) por a para obtener
la Forma Normal Parabdlica en las coordenadas cartesianas originales,

0%u
— +TOI =0
0x? +

Caso 3.-
b (x,y) — alz,y)c(z,y) < 0,Y(z,y) € Q <= E.D.P. Eliptica.

Sea la Ecuaciéon Diferencial Ordinaria:

@ B b+ ivac—b?

dz a ’

y la respectiva solucion general : ®(x,y) = (z,y) + in(x,y) = c1 +icy € C

Entonces el cambio de coordenadas:

= 2
{ 757 ; f]gzgg , Transforma (1) a la forma |, 252 Aa_ +TOI. =0

Dividiendo la expresion anterior por A | se obtiene la Forma Normal Eliptica,

2 2
g; 22+T01 —0

Ejercicios propuestos:

1) Clasificar y reducir a su forma normal:

i) Uy + 2Ugy + Uyy + Uy —uy = 0
1) Ugy + 2Uyy + DUy +3u, +u = 0
141 YUy + 20YUyy — 327Uy, = %uw — 3”"—;uy
iv) 22Uy — YPuy, = 0

2) Demostrar que términos de primer orden de una E.D.P.; se pueden anular
bajo la sustitucién: u = veA*+Bv
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3) Sea la ecuacién de Onda Unidimensional con condiciones de Cauchy:

Pu  Ou
a0 @ , —o0o<Tr <
uw(0,2) =0 , %(0,z)==z , —oco<t<o0

(i) Resolver el problema de Cauchy.
(ii) En el plano zu, haga un bosquejo de las ondas del problema para los

instantes t =0 y t = 1 , respectivamente.
(iii) ; Tiende la onda del problema a una posicién determinada cuando ¢ —
oo?.
4) Cual es la solucién de la E.D.P.
Upy — Uy = 377 — 2y
u(z,0) =

tal que satisface las condiciones: 9
K { Bu(x,0) =

S

5) Sea u = u(z,t) y considere la E.D.P.
0? 0 02
. “ cey x#0, ¢>0.

Yo Cor T 2o
i) Introduzca en la E.D.P. la sustitucién v(zx,t) = zu(x,t).
ii) Escribir la E.D.P. obtenida en i) en su forma normal.
ii) Encontrar la solucién de la E.D.P planteada, tal que satisface las condi-

o [ ou(x0) = =
ciones iniciales de Cauchy: { % (2,0) = 2c.

6) Sea la ecuacién de Onda Unidimensional

0?2 0%z
con —oo<zr<oo , t>0

o 0a?
i) ¢ Cudl es la solucién que satisface las condiciones iniciales de Cauchy ?
2(z,0) = 1-—2?
0z

ii) En el plano xz haga un bosquejo de la solucién parat =0y ¢t = 1.
iii) En el plano xz. ; Para qué tiempo ¢ > 0 la solucién encontrada en i)
pasa por el punto (z,z) = (0,—4) 7. Haga un bosquejo de la onda.
iv) ¢ Existe algun instante ¢ tal que la solucién encontrada en i) pasa, en el
plano zz, por el punto (z, z) = (1, %)
7) Sea el problema de Cauchy

% = % ; x,1 [6 R]

_ J senz si ze€ |07
u(z,0) = 0 si otro caso
%(LO) =0

Haga un bosquejo en el plano ux, de la onda solucién del problema, en el

instante ¢t = 7.
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0*u 0%u

0*u
DoPe = —o0 < <
8) Sea la E.D.P 36x2+58x8t+28t2 0, —co<xt<oo

i) Encontrar una solucién general de la E.D.P.
u(x,0) = f(z) fel
ii) Resolver el problema de Cauchy: % (2.0) = g(x) .geCO

Indicacién: Aplique las ideas que se usaron para deducir la solucién de
D’Alambert.
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