DELTA DE DIRAC . NOCIONES BASICAS

E. SAEZ

Consideremos la gréfica de la funcién h.(z — a) definida por la Fig. 1:

o =

,aeR, e>0.

Fig. 1

Formalmente, dado a € R, € > 0, la funcién definida por la Fig. 1, esta dada por:

he( — a) {(1) si r<a—5,x>a+5

3 € €
= sl a—5<zr<a+tg,

o bien, en término de la funcién Escalén de Heaviside:

_J 0 st z<a
wa —a) = 1 si z>a

€ €
he(z —a) = [,u(:c—a+§) —u(z —a— 5)]2

. 00 a+< 1

Es simple comprobar que para todoe >0, [~ h(z—a)de = [, "2 1

u_t <dr =1. Luego
2
es inmediato que:

o0

lim he(x —a)dz = 1.

—
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La Fig. 2 , muestra graficamente,

el proceso al limite de la Fig. 1. ———— ,a € R, e— 0.

El proceso anterior suguiere definir un paso al limite, preservando las dos propiedades
siguientes:

0 si x#a
(1) 5(55—‘0:{ JZ M —a)dr = 1

L Delta de Dirac

Comentario Importante: Notese que el Delta de Dirac , !! no es!! una funcién en el
sentido usual del Célculo . Las dos propiedades de la definicién en (1), estan en con-
tradiccion con los resultados del Célculo pues se sabe que una funcién idénticamente
nula excepto un punto tiene siempre integral cero, en lugar de uno. Mas exactamente:

f(x)zO,V:c;éai/oo f(x)dx:/a f(:c)d:c+/oof(:c)d:c:0, a€R.

0 0

Lo anterior significa que no es posible aplicar los resultados del Calculo, al Delta
de Dirac, pues este no satisface la hipdtesis basica de tratarse de una funcién en el
sentido ordinario del Calculo Integral.

En lo que sigue veremos un nuevo concepto, que explica en forma mas clara que es
realmente el Delta de Dirac.

Definicién 1. Una funcion o, se llama de tendencia rdpida a cero y escribiremos
© ~50, si es definida como, ¢ : (—o0,00) — R , de clase C* y tiene la propiedad:
lim o™ (z)z™ =0, Vn,m € Ny.

|z|—o0
Comentario: El valor nulo del limite anterior, significa que la funcion ¢ y todas sus
derivadas tienen la propiedad de tender a cero mas rapido que cualquier crecimiento
de las potencia de x™ con n € Ny, cuando |x| es muy grande. Geométricamente la

propiedad significa que la grifica de ¢ y las graficas de todas las derivadas ¢ , para
|x| muy grande se confunden con el eje x , ver Fig. 3.
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e

Fig. 3

Comentario: Las integrales impropias de las funciones, ¢ —= 0 y en general de
las funciones derivadas o™ —% 0.n € Ny , siempre existen , pues para K > 0
suficientemente grande

[e%) K
/ ¢“K©%f{/ o)
—00 -K

. rap .

El conjunto Q = {ple — 0} con las leyes usuales para suma de funciones y

multiplicacion por escalares , es decir , con las operaciones para funciones de sumas
de imdgenes y multiplicacion de imdgenes por escalares , mds exactamente:

(P +¥)E) = @l6) +v(e)
{ o)) — aple) ¢ @ER, Ee(-00,00)

es un Espacio Vectorial Real. Geométricamente, podemos interpretar los vectores del
espacio §2 como simples curvas y que corresponden a las grdficas de las funciones
o™ 20, n e Ny.

Definicién 2. Cualquier aplicacion Lineal

T : Q—=R

, se llama Distribucion
@ — T(p)

Intuitivamente: una Distribucion es simplemente una aplicacion, que preserva la
suma y multiplicacion por escalar de ) , y que a cada curva de ) se le asocia un
unico escalar como imadgen.

Observacion . Ndtese que por definicion dom(T) = € | es decir, el dominio de las

distribuciones es el conjunto de las funciones ¢ —% 0, diferencia fundamental con
las funciones , f, en el sentido del Cdlculo Diferencial donde el dominio dom(f) C R
, 0 bien , en el caso de funciones de varias variables dom(f) C R"™ .

Definiciéon 3. Dos distribuciones T, T : 0 — R son iguales si y solo si
Vo € Q, Ti(p) = Ta(p)

Notese que la idea de igualdad para distribuciones es simplemente, la idea usual para
funciones (se asocia a cada elemento en el dominio la misma imdgen).
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Ejemplo 1. Sea la funcion seno de la Trigonometria, sen : (—oo0,00) — [—1,1].
Entonces es posible asociar a la funcion seno una distribucion , ; Como ?.

Es inmediato que la integral impropia siguiente converge ya que

[ sentrptcras| < [ [sent]ete)fie < [ [t <
Luego, tiene sentido definir la Distribucion seno
Teen - 2 — R | tal que , Teen(p) = /_OO sen(&)p(&)dE

La Distribucion T, significa que a cada curva de §2 , usando la convergencia de la

integral , se le asocia un numero real como muestra geométricamente la Fig. 4.
Tsen

© R
\6\/ ! Tsen(gp)

Fig. 4

La propiedad de linealidad de T,.,, es consecuencia inmediata de las propiedades de
las integrales convergentes y se tiene:

{ Tsen((p_'_w) = Tsen(ﬁp)"_Tsen(w)
Tsen(ap) = aTsn(p) , a €R

La distribucion Ty, , se llama Funcion Seno Generalizada.

Definicién 4. Sea a € R. La aplicacion Delta de Dirac es simplemente la dis-
tribucion definida por:

0 : 2—R

@ — Sa(¢0) , donde , da() = @(a).

Comentario: Geométricamente, el Delta de Dirac 6, es la distribucion que asocia,
a cada curva @ € Q la sequnda coordenada del punto (a,¢(a)) de la curva . Nétese
que el Delta de Dirac no considera para nada la grdafica de la curva ¢ para puntos
con abscisa x # a, ver Fig. 5.




DELTA DE DIRAC 5

Sabemos que la distribucion Delta de Dirac no es una funcion en el sentido ordi-
nario del Cdlculo. ; Qué sentido tiene una integral que involucre un Delta de Dirac
?. Para responder esta prequnta y usando la definicion misma del Delta de Dirac
tiene sentido definir:

[0, 6(x — a)p(z)dr := da(p) = p(a) , Vo €QaecR.

Observacion. 1) Como d,, no es en el sentido usual del Cdlculo, una funcion de una
variable . La integral anterior, tampoco es una integral en el sentido ordinario del
Cdlculo Integral.

2) Nétese que por la definicion anterior , el resultado de la integral es simplemente
el unico valor puntual que considera el Delta de Dirac, es decir, la imdgen en el punto
a de la funcion .

Con argumentos mds avanzados que lo de estas notas, se demuestra que la definicion
anterior se puede extender a funciones continuas y se tiene:

(2) fecC = [T 6z —a)f(x)ds = fla) ,a€R.

Aplicacién interesante: La Transformada de Laplace de una funcion f : [0, 00) —
R, seccionalmente continua y mayorada por una exponencial se define por la integral

Z[fl(s) :== /000 ft)e™®dt , Vs > sg

Sia>0. 5 Qué sentido tiene considerar Z[0,)(s) = [~ 6(t—a)e™**dt ?. La férmula
(2) le da sentido a las integrales que contienen el Delta de Dirac, en efecto, si f =,
en la formula anterior , el valor de la integral de la formula (2) dice que el resultado
es simplemente el valor puntual de la exponencial en el punto a , es decir

ZL0)(s) =bu(e™) =€, a>0, (ver Fig. 6)

En particular sia = 0 , la exponencial es la funcion constante e® = 1, en consecuen-

cia ZL[oo)(s) =1

Andlogamente a la aplicacion anterior, es posible dar sentido a la Transformada
de Fourier de funciones continuas.
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Aplicando la férmula (2) al Delta de Dirac:

F0aJ(N) = / Sz —a)e ™dr =™ [ acR

[e.9]

En particular st a =0, F[6](N) = [T d(z)e ™de =e 0 =1

Recordando la Tmnsformada Inversa de Fourier, F1[e=%(x) = §(x —a) , de

donde: L e .
o - —iAa iAT - —ifa ilx
d(z —a) 27T/_ooe e dA 27T/_ooe e rdg
Cambiando en la sequnda integral, x — —\, se tiene:
1 0 ) .
Y - —i€a —iEA
(=X —a) o /_oo e e N dE
Pero §(—=\ —a) = §(\+ a), de donde es inmediato que
FleT®)(\)=6(A+a) , a€R

1. DERIVADA DE UNA DISTRIBUCION

El concepto ordinario de derivada, como limite de un cuociente de cambios, no es
aplicable a las distribuciones ya que las distribuciones no son funciones en el sentido
ordinario del Cadlculo Diferencial.

Sabemos que si ¢ € ), entonces la derivada ordinaria del Cdlculo Diferencial de
es tambien una funcion @' € Q. En consecuencia bajo una distribucion T', la imdgen
T(¢') € R . Esta propiedad permite definir la derivada de una distribucién como otra
distribucion mediante el siguiente concepto.

Definicién 5. Supongamos una distribucion T : Q — R | tal que, ¢ — T(p) .
Entonces la distribucion T" : Q — R | tal que , p — =T(¢') se llama Primera
Deriwvada de la distribucion T.

d
Ejemplo 2. Del Cdlculo Diferencial se tiene que —(senz) = cosx. s Cudl es la

derivada de la funcion seno en el sentido Distribucional ?.

Consideremos la Distribucion Ty, del Fjemplo 1, entonces la derivada Distribu-
ctonal por la deﬁnicio’n anterior estda dada por

sen : Q - R tCLl que Ts/en(90> = TSOH(SO/>

Pero
—Taen(¢) = — [7_senay/(x)dx , integrando por partes

—[senxap( )OO — [7 coszp(x dx]
=5 cos xap(:c)dx
= Teos(e)
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Por el cdlculo anterior, TL, (p) = Tes(p) » Yo € Q. Luego por la Definicidn 3.
T = Tes.

sen

Pregunta Interesante: ; Las derivadas tanto en el sentido del Cdlculo como en
el sentido de las funciones generalizadas es andlogo al ejemplo anterior ¢

Respuesta: Consideremos la funcion Fscalon de Heaviside. La derivada de la
funcion de Heaviside en el sentido del Cdlculo Diferencial estd dado por:

o= a) = {

La derivada de la funcion Escalon en el sentido distribucional por la Definicion 5 estd
dada por:

0 s2 z<a,z>a
A si x=a

T, Q=R , tal que, T[La(ap) =-T,.(¢")

n
Pero ) -
T (¢) = — [ nlz—a)(x)de

= — [, ¥(2)dx

= —pl2)|

= ¢(a)

L = 511(90)

P/or_el(sccilculo anterior, T}, (p) = da(¢) , Vo € Q. Luego por la Definicién 3.
La = 0Ogq-

Ejemplo 3. La funcion Rampa se define por:

e-a={,0, Brse /7

r—a St r>a a
La deriwada de la funcion Rampa en el sentido del Cdlculo Diferencial estd dada por:

0 st z<a
rrz—a)={ B si v=a
1 st x>a

Si T, designa la Distribucion Rampa (funcion Rampa generalizada) , su derivada en
el sentido distribucional, por la Definicion 5, estd dada por:

T, :Q—=R, tal que, T) (¢) = =T,,(¢")
Pero
(( —T.(¢") = — [ r(@—a)y(z)de
— J. (r = a)¢ (z)dx
~|@=a)p@)| - [ elx)da]
S p(x)dz
% ule — a)p(a)de

\ = Tua(‘P)
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Por el calculo anterior, T (@) = T,,(p) , Yo € Q. Luego por la Definicion 3.
T =1T,,.

Observacion: Notese que T, =T, =6,
Ejemplo 4. Ejemplo interesante
Sea f: R — R una funcidn , tal que | llim f(x)p(x) =0,V € Q, de clase C*, salvo

en el punto a € R donde f tiene una discontinuidad de primera clase (discontinuidad
de salto). Sea h(a) = f(a™) — f(a™) € R el salto en el punto (ver Fig. 6)

‘h(a)

| :I;
r=a
Fig. 6
. Ty « Q—1R . .
consideremos ; , la funcion generalizada de f.
v O y

Entonces la derivada en el sentido de las distribuciones:
Ti(o) =-Ti(%) .
=— [° fo)@ (w)de — [ f(x)¢ (x)dx

= —[f@ee@)] _— 'L F@)e@)dn + f@)p@)| = [ f@)p()da]
= [ fla)pla) - [, F@)e@)ds — fla)p(a)]
= [, P@p(@)de + | f(a”) = f(ah)]e(a)
=Ty (p) + h(a)da(p) , Vo € Q
Luego , T; =Ty + h(a)d, .
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